PARTE SECONDA 


TEORIA DELLE FUNZIONI ELLITTICHE 




Capitolo IX. 


Le funzioni fondamentali pu di Weierstrass. — Le funzioni ge¬ 
nerali ellittiche espresse per la at*. — Equazione differenziale per 

la p u: p'^u = 4: p^u — pu — g^. 


§ 93 . 

Cenni storici. 

Un problema di calcolo integrale ha dato origine alla teoria 
delle funzioni ellittiche. Denoti/‘(a?, una funzione razionale 
dei due argomenti x^y e consideri hintegrale (Abeliano) 

( 1 ) j f{x ,ÌP{x)) dx , 

dove P{x) è un polinomio razionale intero in x. Se P{x) è di primo 
o secondo grado, con note sostituzioni si riporta questa quadra¬ 
tura a quella di una funzione razionale di una variabile ausiliaria 
e rintegrale stesso si esprime per ordinarie funzioni, algebriche 
e logaritmiche. Ma appena P{x) supera il secondo grado diventa, 
in generale, impossibile una simile riduzione e la funzione di x 
che nasce dalF integrazione rappresenta una nuova trascendente, 
non riducibile alle trascendenti ordinarie. Se in particolare il 
polinomio P{x) è di terzo o quarto grado, Tintegrale (1) dicesi 
un integrale ellittico. Quando il polinomio è di grado superiore al 
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quarto, si hanno gli integrali iperellittici (§ 91). La denominazione 
di integrale ellittico ha un’origine geometrica, perchè appunto 
per un integrale di questa specie si esprime la lunghezza di un 
arco d’ellisse. 

Una fondamentale scoperta nella teoria degli integrali ellittici 
è dovuta ad EulerOj che trovò il cosi detto teorema addizione 
per gli integrali di 1.^ specie, nel quaJe sono inclusi, come casi 
particolari, i risultati già prima trovati da Fagnani sugli archi 
di lemniscata di Bernoulli. 

Ma Legendre fu il primo che costruì sistematicamente la teo¬ 
ria, classificando e riducendo a tre specie essenziali distinte gli 
integrali ellittici. Egli studiò le proprietà di queste nuove tra¬ 
scendenti, cui diede il nome di funzioni ellittiche, oggidì riser¬ 
bato ad altre specie di funzioni che nascono, come ora diremo, 
da un problema d’inversione. 

Le geniali ricerche di Abel e di Jacobi cangiarono totalmente 
l’aspetto della teoria di Legendre ed arricchirono l’analisi di 
nuove ed importanti conquiste. 

Due sono le principali idee che guidarono Abel e Jacobi nelle 
loro scoperte. L’una consiste nell’estendere la considerazione dei 
nuovi enti analitici ai valori complessi delle variabili, l’altra nel 
sostituire allo studio diretto degli integrali ellittici quello delle 
funzioni che nascono dall’inversione degli integrali stessi (di 1.^ 
specie). S’intenderà facilmente l’importanza del principio d! in- 
versione, ove si consideri, con Jacobi, in qual modo la teoria 
delle funzioni circolari, se già non fosse stata prima nota, si 
sarebbe introdotta in un problema analogo di calcolo integrale. 
Si consideri l’integrale 



che porta alla funzione circolare inversa are sen x. Seguendo il 
metodo di Legendre, dovremmo qui studiare la y come funzione 
della X. Ma ben più semplici ed importanti sono, come sappiamo. 
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le proprietà della funzione inversa: = sen e la ragione prin¬ 
cipale sta in ciò che mentre y considerata come funzione della 
X è infinitiforme, la inversa x = sen y è invece una funzione 
uniforme e periodica del suo argomento. 

Analogamente si consideri T integrale ellittico di 1 .^ specie 
della forma normale di Legendre : 

_ dx 

^ / 0 ~ ' 

essendo k una costante (modulo), e in luogo di considerare y 
come funzione di x^ si consideri il limite superiore x delf inte¬ 
grale come funzione del valore y dell’integrale stesso. Servendoci 
delle nozioni acquistate nello studio generale delle funzioni di 
variabile complessa, possiamo esprimere il risultato fondamentale 
di Abel, Jacobi, dicendo che la funzione x dì y cosi definita è 
uniforme in tutto il piano con sole singolarità polari, e par¬ 
tecipando ad un tempo della natura delle funzioni circolari ed 
esponenziali, possiede una doppia periodicità E questa la prima 
funzione ellittica di Jacobi, da lui indicata col simbolo 

sen am y (seno amplitudine). 

Della medesima natura sono le due altre funzioni ellittiche di 
Jacobi 

cos am y = ^ \ — g 0 j^ y (coseno amplitudine) 

A am y =:^ 1 — k'^ sen am"* y (delta amplitudine). 

Oggi si indicano più brevemente queste tre funzioni coi sim¬ 
boli di Gudermann 

sn^ , cn^ , àny. 

Sotto il nome generale di funzioni ellittiche si comprendono 
ora tutte le funzioni uniformi, con sole singolarità polari, a di¬ 
stanza finita, dotate di una doppia periodicità; le funzioni otte- 
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nute per inversione dell’integrale ellittico di 1.^ specie ne oflfrono' 
il primo esempio. 

Un’ altra idea di Jacobi, di cui si trova traccia anche nelle 
memorie di Abel, è di capitale importanza per la teoria. Le fun¬ 
zioni ellittiche di Jacobi 

sn^ , cn^ , dn^ 

essendo uniformi in tutto il piano, prive di singolarità essen¬ 
ziali, e diventando infinite nei medesimi punti, possono espri¬ 
mersi (ciò che risulta per noi dal teorema di Weierstrass al 
Gap. VI, § 66) come quozienti di trascendenti intere, il denomi¬ 
natore essendo nei tre casi il medesimo. Queste trascendenti in¬ 
tere, senza essere doppiamente periodiche, offrono però evidente¬ 
mente una doppia periodicità rispetto alla distribuzione dei loro 
infinitesimi. Esse sono le funzioni fi (theta) di Jacobi, che si 
riducono in sostanza ad una sola trascendente, mediante la quale 
possono esprimersi tutte le funzioni che si incontrano nella teoria 
delle funzioni e degli integrali ellittici. 

Un perfezionamento notevole è stato portato alle teorie di 
Jacobi da Weierstrass. Alle tre funzioni di Jacobi 

sn y , cn y , dn y 

egli ha sostituito un’ unica funzione ellittica, che per molti ri¬ 
guardi si comporta più semplicemente. E questa la funzione indi¬ 
cata da Weierstrass col simbolo 

pu 

e per mezzo di questa e della sua derivata prima p'u si possono 
esprimere razionalmente, come si vedrà, tutte le funzioni ellittiche 
dell’argomento u (coi medesimi periodi). Cosi pure alle funzioni 
fi di Jacobi Weierstrass ha sostituito un’unica trascendente intera^ 
la funzione 

GU , 

che gode di proprietà analoghe alle fi, ma più semplici e sim¬ 
metriche. La funzione au è appunto l’elemento col quale si pos- 
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sono esprimere tutte le funzioni e gli integrali ellittici nella teoria 
di Weierstrass. 

Noi ci occuperemo principalmente in questo corso delle fun¬ 
zioni di Weierstrass senza trascurare lo studio delle 

funzioni di Jacobi e particolarmente delle che oltre l’impor¬ 
tanza storica offrono grande interesse per l’eleganza dei loro 
sviluppi in serie a rapidissima convergenza. Comincieremo dal 
costruire la funzione elementare aw e da essa dedurremo tutte 
le altre. 

Questo modo di sviluppare la teoria, che procede in senso 
inverso all’ effettivo sviluppo storico, ha per noi il vantaggio di 
essere semplice e rapido, senza esigere altre nozioni che quelle 
della teoria delle funzioni monodrome. 


§ 94 . 

Costruzione della funzione att di Weierstrass. 


Nella funzione sen^ abbiamo l’esempio di una trascendente 
intera, i cui infinitesimi sono distribuiti a regolari intervalli sopra 
una retta (asse reale). 

La trascendente intera 


sen 



dove co è una costante complessa, ha similmente i suoi infinite-^ 
simi distribuiti a regolari intervalli sulla retta che unisce l’origine 
al punto 2co; essi sono infatti nei punti 

= m . 2 co , 

percorrendo m tutti i valori interi positivi e negativi. 

La trascendente intera 

ou 


di Weierstrass, dove ora indichiamo con u la variabile complessa 
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(argomento), ha proprietà simili, ma i suoi infinitesimi hanno una 
ricorrenza doppiamente periodica. Indichiamo con 

co , co' 

due costanti fondamentali complesse e domandiamoci in primo 
luogo: E possibile costruire una trascendente intera che divenga 
infinitesima del primo ordine in tutti e soli i punti del piano 
dati dalla formola 

^^(J=m2co-j-7^2co', 

dove m , n percorrono tutti gli interi positivi o negativi? Osser¬ 
viamo che, rispetto al gruppo lineare di sostituzioni paraboliche 
(Gap. II, § 17 ): 

(2) u' = li-\~2 m o:) ~\-2 n oò',, 

1 punti in questione formano un sistema completo di punti equi¬ 
valenti all’origine t^o = 0 . Le ricerche del citato paragrafo ci 

co' 

portano subito ad escludere il caso in cui il rapporto — sia reale. 

E infatti se — fosse reale commensurabile, i due periodi 2 co, 

2 co' sarebbero multipli di un medesimo periodo fondamentale 2Q 
e la trascendente domandata non potrebbe differire dalla funzione 
elementare 



che per un fattore esponenziale, caso per noi senza importanza, 
co' 

Se poi — fosse reale ed incommensurabile, nell’ intorno di ogni 
infinitesimo della funzione da costruirsi si addenserebbero infiniti 
altri infinitesimi, ciò che esclude la possibilità dell’esistenza per 
la funzione richiesta. 

co' 

Il rapporto — deve dunque essere una costante complessa 

-^ = a4-^P, P=HO, 

e, siccome possiamo cangiare di segno l’uno o l’altro dei periodi, 
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non alteriamo la generalità supponendo al coefficiente P delPim¬ 
maginario un segno determinato. E noi facciamo la convenzione 

fondamentale per il seguito: Il coefficiente delV immaginario nel 

0 )^ 

rapporto dei periodi x = — deve essere positivo. 

Questa convenzione induce una conseguenza, che importa su¬ 
bito notare. Costruiamo la rete parallelogrammica (§ 17 , pag. 52 ) 
relativa al gruppo (2) di traslazioni situando un vertice in = 0, 
sicché i quattro vertici del parallelogrammo fondamentale saranno 

1 punti 

0 , 2co , 2co-|-2co' , 2 co'. 

Il supporre 7 ? ^^ j ^ 0 ,( 1 ) come abbiamo fatto, porta che 
percorrendo il contorno del parallelogrammo nel verso positivo si 
incontrino, a partire dalP origine, i vertici nelh ordine sopra 
scritto (2). La trascendente intera da costruirsi deve avere i suoi 
infinitesimi, del primo ordine, nei vertici della nostra rete paral¬ 
lelogrammica e poiché le distanze fra questi punti non scendono 
al disotto del minimo fra i moduli delle quattro quantità 2co, 

2 co', 2 co -|- 2 co', 2 co — 2 co', il teorema del Gap. VI, § 69 ci fornisce 
subito la trascendente cercata nel doppio prodotto infinito 

u ,1 

uYl'i ^ ^ \ ^2mco-|-2 wco' ' 2 (2 m co-f-2 w co')^ 

\ 2 co -[- 2 72 co' / 


(1) Col simbolo B (Q) indichiamo la parte reale di una quantità com¬ 
plessa Q . 

iO id' 

(2) Posto infatti (o = pe , co' = p' 6 , si ha 

-^ = P!jcos{0'-e) + i8en e’-e)| 

onde 

sen (0' — 0) > 0 , 

ciò che dimostra che per un osservatore collocato in 0, che guardi nella 
direzione da 0 a 2(0, la direzione da 0 a 2(o' resta alla sinistra. 
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esteso a tutti i valori interi positivi e negativi di m, w, Taccento 
nel prodotto infinito indicando clie viene esclusa la combinazione 
m = 0^ n = 0. Questo prodotto infinito, in ogni campo finito, 
converge indipendentemente dalP ordine dei fattori ed in egual 
grado e rappresenta, senza alcuna aggiunta di fattore esponen¬ 
ziale esterno appunto la funzione gii di Weierstrass. Ponendo 
per brevità 

w = 2m(ù-\-2n(o\ 

notazione che conserveremo in seguito, abbiamo dunque per la 
o tfc la prima espressione analitica 


u 



Questa trascendente intera dipende, oltre che dall’argomento w, 
anche dalle costanti fondamentali 2 05, 2 co', rispetto alle quali è 
costruita, che si dicono i periodi. Volendo porre in evidenza anche 
i periodi coi quali la è costruita, si scriverà con Weierstrass: 

(j ] co, co'), 


§96. 

Proprietà fondamentali della a u 


Una prima proprietà della a si rileva subito dalla sua espres¬ 
sione analitica (I): La ou è una funzione dispari, cioè si ha 

(3) a( — u) — — GU, ^ 


E infatti dalla (I) si ha 

a(—«) = —wn'f 1+—ì 


U W 
W ' , 


e poiché il prodotto infinito non cangia mutando m, w in — m, — n, 
cioè IO in —ne risulta subito la formola scritta. 
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Similmente dalla (I) vediamo subito che si ha 

(3*) hm —= 1, 

ossia a' 0 = 1. 

Ancora dalla espressione analitica risulta dimostrata una 
proprietà di omogeneità della e, espressa dalla formola 

(4) a ( À w I X (0 , À co' ) = À (j ( I (0 , co' ), 

dove À indica un fattore costante arbitrario. 

Troviamo un’altra proprietà importantissima della funzione aw, 
proponendoci la questione seguente: 

Possono due funzioni 

a(44]co,co') , a(t4lQ,Q'), 

costruite con periodi diversi^ coincidere? 

Poiché gli infinitesimi della prima debbono essere anche infi¬ 
nitesimi della seconda e viceversa, dovranno co, co' esprimersi 
linearmente ed omogeneamente, con coefficienti interi, per Q, Q' 
e inversamente Q, Q' per co, co' in modo analogo. 

Si dovrà quindi avere 

/ co = aQ-f-P^^ ( Q = cx'co-|-(3'co' 

( 0 )' = Y Q -|- 8 Q' f Q' = y' co -f- S'co', 

i coefficienti a, (3,y,8; P',Y^8' essendo interi. Se sostituiamo nelle 

prime due formole i valori di Q, Q' dati dalle seconde, dobbiamo 

co' 

ottenere delle identità, poiché — non è reale. Ne deduciamo 

co 

^ a a' |3 y" = 1 ? a P' 4- P 8' = 0 

( y a + 8 y' = 0 , y (3' -(- 8 8' = 1 , 

onde 

a p a' p' 

= 1 , 

y 8 y' 8' 
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e pero 


rx8 —|3 y = 4:1(1) . 


L’incertezza del segno si toglie osservando che, per ipotesi, 
i coefficienti dell’immaginario nei due rapporti 


0) ’ Q ’ 


legati dalla relazione lineare 


co 

co 


8-q +Y 

ft I 

^■q+“ 


debbono essere ambedue positivi, il che porta che si abbia 

a8 — |3Y = -j-l. 


Inversamente, se supponiamo 

^ co = aQ-[-P^i' 

( co'= Y^^ -|- 8Q' 

con a, (3, Yj 8 interi e «8 — pY=l? risolvendo avremo 

j Q = 8 co — p co' 

( Q'= — Y “h ^ 

onde gli infinitesimi 

W = 2 m(i)-\~ 2 n(o' 

IV = 2 m Q 2 n Q' 

delle due a coincideranno, salv'o l’ordine, e le loro espressioni 
analitiche (I), a causa della convergenza assoluta del prodotto 
infinito, coincideranno altresì. Abbiamo dunque il teorema: 

Condizione necessaria e sufficiente affinchè due funzioni a, co¬ 
struite con diversi periodi: 

o {il I co, co'), a (t^ IQ, Q') 


(1) Cf. Gap. II, $ 17, pag. 57 nota. 
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coincidano^ è che i periodi siano legati da relazioni lineari^ intere 
ed omogenee 

i 0) = a Q -f- P 
I 0)' = Y Q -[- 8 Q' 

a coefficienti interi a, P, y, 8 e a determinante 

«8 — (3y = -)-1. 


§ 96. 


Le funzioni e e la doppia periodicità di pu, p'u. 


Consideriamo la derivata logaritmica della a, funzione indi¬ 
cata da Weierstrass col simbolo sicché 


(5) 


ì;u = 


O U 

ou 


espressione analitica della l^u risulta immediatamente dalla 
(I) per la ou^ derivando logaritmicamente, e si ha 


(II) 


1 v'/j 1 , J_ I 

M 'èl (“ — Iti ’ 


le serie del secondo membro essendo convergente in egual grado 
in ogni campo finito, dal quale siano esclusi i punti 

= 2 m co -|- 2 co', 

che sono per ì^u ì punti singolari, e precisamente poli del primo 
ordine col residuo -[- 1. 

La funzione X^u è, come la ou, una funzione dispari: 

La funzione 

pu 


(1) L’accento nella somma indica l’omissione del termine corrispon¬ 
dente a m = 0, n = 0. 
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di Weierstrass si definisce semplicemente come la derivata della 
cangiata di segno: 


( 6 ) 


pu = — l'= — 


<r log o u 
du^ 


La ^ è evidentemente una funzione pari, cioè : 


( 7 ) 


P{ — u) = pu. 


La sua espressione analitica si ottiene per derivazione (Gap. IV, 
§ 47) dalla (II); risulta cosi: 


(III) = 


1 


{{u —2mco — 2y^(oy (2mco-f-2l^fJ^)')' 

Una nuova derivazione ci dà 

1 


P U: 


- 4-2 ss 


^ (u — 2mw — 2no)y ’ 
che si può anche scrivere semplicemente 

1 


(IV) 


0 II z=. — 2 2 


^ (u — 2m(o — 2wa)T 


attualmente con inclusione del termine corrispondente a m = 0, 
n = 0. La convergenza delle serie (III), (IV) è assoluta ed in egual 
grado in ogni campo finito, esclusi i punti 

Uo=^2m(i)-]-2n(x)'j 

ove le pUyp'u diventano rispettivamente infinite del secondo 
e del terzo ordine coi termini d’infinito 

_ 1 _ —2 

{u — 2/w(o—2wco')‘^ ’ {u —2mco — 2nmy 

Ma l’espressione (IV) della p'u pone in evidenza una pro¬ 
prietà di capitale importanza, e cioè la sua doppia periodicità. 
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Se cangiamo infatti nella (IV) u in o in u-\-2(X)'^ i ter¬ 

mini della serie non fanno che cangiar di posto e si ha quindi 

j p'{u-\-2(ù) = p'u 
( f>'(M-|-2(o') = p’u , 

e più in generale naturalmente 

p'{u~\-2m(d-\-2n(x)') = p'u j 

essendo m^n interi qualunque. Anche la funzione pu è doppia¬ 
mente periodica, coi periodi fondamentali 2o),2co', sebbene la 
cosa non riesca subito evidente dallo sviluppo (III) in serie. Inte¬ 
grando le precedenti (8), si ottiene infatti 

p {u-\~2(x)) — pu — c 
p{u-\~2(^') — pu = c , 


con c,c' costanti. Ma se in queste facciamo rispettivamente w=—co, 
u = —co' (osservando che pco, pco' non sono infinite) otteniamo 
subito, a causa della parità della pu: 


e quindi 

(9) 


c = 0 , c' = 0 

j p {u-{-2(i)) = pu 
i p {u-\-2(x)') = pu. 


Ne concludiamo ; La funzione pu e tutte le sue successive 
derivate 

p'u, p"u, p'”u,,, 

sono funzioni uniformi in tutto il piano complesso e sono doppia¬ 
mente periodichej coi periodi fondamentali 2 co, 2 co'. 

I loro punti singolari si trovano unicamente nei punti 
Wo = 2mco-|-2wco', vertici della rete parallelogrammica, ove hanno 
dei poli. Si noti poi che la e tutte le sue derivate d’ordine 
pari p"u ^ p^^u,.,. sono funzioni pari, mentre le derivate d’or¬ 
dine dispari p'Uyp'^u^.., sono tutte funzioni dispari. 


19 
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§ 97. 

Effetto deir ag^giunta di periodi all’arg^omento di 


Vediamo ora come si comporta la funzione (I^^, quando alP ar¬ 
gomento u si aggiunga 2 co o 2 co'. Dalle (9). integrando, si ha 


( 10 ) 


(7 {u —I— 2 co) cy 

a -j- 2 co) a 


+ 2 11 




(T (w -|- 2 co') cr u 

essendo q, r]' due costanti d’integrazione. 

Per determinarle si faccia nelle precedenti rispettivamente 
u = —co, u= —co'e, rammentando che-^-^ = ^t^ è una funzione 
dispari, si avrà subito 


GU 


( 11 ) 


a co ^ , 0 co ^ , 

-= ;CO, T] =-^z=^C0. 

aco aco 


Integrando nuovamente le (10) e passando dai logaritmi ai 
numeri, deduciamo 

j g{u-\-2{ìì) = GU 

( G{u-\-2(x)') = C'e^'^^GU f 

con C,C' nuove costanti, che si determinano subito facendo in 
queste ultime formule rispettivamente u= —co, u= —co'; si tro¬ 
vano cosi le formule 

G{u~[-2w) = — e^^i^^^^\GU 
g{u -\- 2 g ))= — g2Yj (ttf 0) 

Come si vede, aumentando l’argomento it della a di un pe¬ 
riodo, la funzione si riproduce, moltiplicata per un fattore espo¬ 
nenziale con esponente di primo grado nella u (i). 



(1) Ohe si dovesse riprodurre a meno di un fattore esponenziale, risul¬ 
tava subito dall’osservare che o(ic |-2a)), o{u-\-2tì}') hanno i medesimi 
infinitesimi di a w . 
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Le costanti 2 t], 2r]' si dicono anche i periodi di seconda specie, 
per distinguerli dai periodi 2 co, 2 co', che si dicono di prima specie. 
Fra i periodi di prima e seconda specie ha luogo T importante 
relazione : 

jr % 

(V) ticd' —ii'to==-y (1) , 


che dimostriamo nel modo seguente. 

Consideriamo nel piano complesso u il parallelogrammo 
i cui vertici sono nei punti 

A rrzr — (co —|—CO), Bz= CO—CO , G == CO“|~co , Dz==. — co—|—co. 

Sul contorno e nell’interno di esso la funzione = —non 

ou 

ha alcuna singolarità, salvo in tt = 0, ove ha un polo del primo 
ordine col residuo -[-1 ; si ha quindi 


2 jci = / du, 

^ ABCD 


l’integrale essendo esteso al contornò nel senso positivo, che è 
appunto il senso ABCD (CL § 94). Possiamo scrivere in altro 
modo, riunendo le parti dell’integrale estese ai tratti paralleli 
AB, CD; BC, DA, e cioè: 


2jti=l — ^t^-|-2co')| -f-/ — ^(w-f-2co)| 

J AB J DA 


du 


onde, per le formole fondamentali (10), essendo 

X{u-{-2{jò) = Xu~\-2'x\ ^ ^(w-|-2co') = ^t4-f-2T]', 


(1) Che debba essere y) co'— yj'o) un multiplo di ^ si riconosce anche 

subito così. Nella prima delle (12) si cangi u in e nella se(M)nda 

u in w-4-2a) e si paragonino i risultati, che debbono essere eguali. 
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ricaviamo 

2:jzÌ — —I 2y\'du-\- 

J AB 

il che dimostra appunto la (V). 

Ciò premesso, possiamo dalle (12) dedurre la formola gene¬ 
rale che dà l’effetto sulla gu dell’aggiunta di un qualsiasi pe¬ 
riodo 2mco-(-2nco' all’argomento ìi. 

Dalla prima delle (12) si ha intanto, per qualunque m intero 
e positivo, cangiandovi u in — l)co 

a(t^-|-2 m(o) = — g2yj[i* + 2(m — 1) 0 ) + ( 1 )]^ g{u-\-2 {m — 1) co). 

Cangiando in questa successivamente m in m —1, m —2,...2,1 
e moltiplicando insieme tutte le formole, otteniamo : 

(13) a(w-f-2mca) = (—1)»^ gu . 

Se in questa si cangia u in u — 2w^co, si ottiene la formola 
stessa per m negativo. Similmente avremo per qualunque n 
intero : 

(14) G{u-{-2nio') = {—V)ne^^^'^^^^^'\ gu. 

Cangiamo nella (13) u in u-\-2n(x)\ sostituendo nel secondo 
membro a a(w-[-2wa)') il valore (14); troveremo 

a (ti -4- 2 m co 2 W co') = (—1)"‘ ^ ^ (w f mw + ww') + 2nin (TJ'O)—yj o)') 

ovvero per la (V) : 

(VI) a(M+2m(o+2no)')=(—1)”*+"+”'". e(2»»»ì+2»v)')(«4-»»»>+»®'). aw. 
E questa la formola generale richiesta. 


2 T] dii = 4TI co' —4t]'co , 
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§ 98(1). 

Proprietà g^enerali delle fanzioni ellittiolie. 

Nella pu e nelle sue derivate abbiamo riconosciuto delle 
funzioni uniformi in tutto il piano, aventi a distanza finita sol¬ 
tanto singolarità polari e dotate di due periodi indipendenti 
2(0, 2 co'. In generale, come già si è detto al § 93, si compren¬ 
dono oggidì sotto il nome di funzioni ellittiche tutte le funzioni 
doppiamente periodiche, con sole singolarità polari a distanza 
finita. Se chiamiamo 2 co, 2co' i periodi della funzione, possiamo 
anche dire che le funzioni ellittiche rimangono invariate ese¬ 
guendo sull’argomento tutte le sostituzioni lineari del gruppo 
parabolico 

2 m (0 -|- 2 n co'. 

Esse offrono, dopo le funzioni semplicemente periodiche, il 
più semplice esempio di quella classe generale di funzioni uniformi 
nel loro campo d’esistenza che si dicono automorfe {Fuchsiane- 
Kleiniane secondo Poincaré) e che godono della proprietà di ri¬ 
prodursi, quando sul loro argomento si eseguiscono le sostituzioni 
lineari di un gruppo fondamentale. E chiaro che, nel campo d’e¬ 
sistenza della funzione, il gruppo deve essere propriamente di¬ 
scontinuo (Gap. II, § 14). E, per restare al caso nostro speciale, i 
due periodi 2 co, 2 co'di ogni funzione ellittica debbono essere in 
rapporto complesso; altrimenti, se fossero indipendenti, nell’in¬ 
torno di ogni punto del piano si addenserebbero infiniti punti 
equivalenti, nei quali la funzione ellittica dovrebbe riprendere 


(1) Le proprietà generali delle funzioni ellittiche, che si studiano nel 
presente paragrafo e nel seguente, non sono che un caso particolare delle 
proprietà delle funzioni razionali sopra una superficie Kiemanniana di cui 
abbiamo trattato al } 89, e corrispondono precisamente al caso ellittico 
jp = l. 
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il medesimo valore, ciò che è incompatibile coll’uniformità della 
funzione. Si osservi ancora che le nostre ricerche sui gruppi di 
traslazioni (Gap. II, § 17) ci assicurano che : non esistono funzioni 
uniformi con tre o più periodi indipendenti. 

Cominciamo lo studio delle proprietà generali delle funzioni 
ellittiche colla dimostrazione del seguente teorema: 

Ogni funzione ellittica deve ammettere dei poli a distanza finita. 
In caso contrario infatti, se consideriamo un parallelogrammo 
fondamentale dei periodi, il cui primo vertice collochiamo in un 
punto arbitrario a del piano, ivi il modulo della nostra funzione, 
che sarebbe una trascendente intera, si manterrebbe inferiore ad 
un numero fìsso ^ e lo stesso avverrebbe quindi, a causa della 
doppia periodicità, in qualunque campo fìnito. Il teorema dimo¬ 
strato al Gap. VI, § 69 ci assicura allora che la funzione si ridur¬ 
rebbe ad una costante. 

Da questo teorema seguono due corollarii importanti, di con¬ 
tinuo uso nella teoria, e cioè: 

1. ® Se due funzioni ellittiche f{u),,f^{u) coi medesimi periodi 
2 CD, 2 co' hanno i medesimi punti di infinito e di infinitesimo^ coi 
medesimi ordini, non possono differire che per un fattore costante, 

E infatti il quoziente sarebbe ancora una funzione ellit- 
fiW 

tica coi periodi 2co, 2co' e non diventerebbe più infìnito (nè zero), 
onde sarebbe una costante. 

2. ® Se due funzioni ellittiche f{u), fi {u), coi medesimi periodi, 
hanno a comune i poli e i relativi termini d'infinito, Vuna non 
può differire dall'altra che per una costante additiva, 

E infatti la differenza fi{u) — f{u) sarebbe doppiamente pe¬ 
riodica e senza poli, e perciò una costante. 
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§ 99. 

Ordine di una funzione ellittica e teorema d’Abel. 


Sia f(u) una funzione ellittica coi periodi (2 co, 2 co') e consi¬ 
deriamo un parallelogrammo fondamentale AB CD dei periodi 
ooi vertici nei punti 

A = a^ ^ = a-[-2co, C^a-j-^co-l-Sco', Z> = a-j-2co', 

essendo a un punto ‘arbitrario del piano, scelto però in guisa 
che sul contorno A B C D la f{u) non divenga infinita, ciò che 
evidentemente è sempre possibile, gli infiniti di f{u) in un campo 
finito essendo in numero finito. Allora la f{u) diventerà certa¬ 
mente infinita in qualche punto interno del parallelogrammo e 
noi vogliamo dimostrare l’importante teorema: 

La somma dei residui di una funzione ellittica nelV interno 
del parallelogrammo dei periodi è nulla. 

Questa somma è data infatti da 


2 jt i 


I f(u)du] 
ABGD 


e se riuniamo nell’integrale le parti relative ai lati paralleli, 
ricordando che /"(w-[-2 co) = /’(i^), /*(^^-f-2co') =/*(w), vediamo su¬ 
bito che l’integrale stesso è nullo (Cf. § 97). 

Supponiamo ora di più che il parallelogrammo fondamentale 
dei periodi sia collocato in guisa da non contenere sul contorno 
nemmeno infinitesimi della /‘(w), come è lecito ammettere. Se ap- 

f^ C^) 

plichiamo il teorema precedente alla derivata logaritmica -, 
ohe è anch’essa manifestamente una funzione ellittica, e ricor¬ 


diamo che la somma dei residui di 




f{u) 


è data da 


No-N^, 
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indicando con Nq il numero degli infinitesimi e con il nu¬ 
mero degli infiniti (i) nel parallelogrammo, ne risulta 

cioè il teorema: Ogni funzione ellittica diventa nel parallelogram¬ 
mo dei periodi tante volte zero quante volte infinita. Possiamo in¬ 
tendere che questo teorema valga anche quando capitino infini¬ 
tesimi o poli sul contorno, purché dei due infinitesimi o poli 
equivalenti sui lati se ne conti uno solo. Ed ora se osserviamo 
che, essendo c una costante qualunque, anche f{u) —c è una fun^ 
zione ellittica, possiamo enunciare il teorema generale: 

Una funzione ellittica prende nel parallelogrammo dei periodi 
ogni valore fissato ad arbitrio sempre lo stesso numero di volte. 

Questo numero fisso, che dice quante volte una funzione el¬ 
littica riprende in un parallelogrammo dei periodi ogni suo va¬ 
lore, si chiama Verdine della funzione ellittica. Si vede subito 
che non esistono funzioni ellittiche di primo ordine. Una tale fun¬ 
zione dovrebbe invero possedere un solo polo del primo ordine 
con residuo nullo, ciò che è assurdo. Dunque: Le funzioni ellit¬ 
tiche di minimo ordine sono quelle di secondo ordine. Tale è per 
esempio la funzione elementare di Weierstrass pu. 

Per una funzione ellittica f{u) d’ordine n siano 

a,, a,, . . . a„ 

i punti di infinitesimo, e 

Pm Po... Pn(2) 

i poli nel parallelogrammo fondamentale dei periodi ABCD, che 
supponiamo nuovamente non contenga sul contorno nè punti a 
nè punti p. Fra le posizioni degli zeri a e degli infiniti P passa 


(1) Ben’ inteso, computando ciascun infinitesimo o infinito tante volte 
quante unità sono nel suo ordine. 

(2) Se vi sono infinitesimi o poli d’ordine superiore, intendiamo che 
altrettante a o altrettante p coincidano. 
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una relazione, che è un caso particolare di un celebre teorema 
d’Abel e che consiste nella formola 

(15) 2 et — 2 P = 2 m (0 2 w co' (m^n interi ), 

o, come si suol scrivere anche più semplicemente : 

S « = S P) 2®')- 


Per dimostrare la (15), si estenda al contorno ABCD del 
parallelogrammo V integrale 


1 

2 jt è 



du, 


il cui valore sarà la somma dei residui della funzione sotto il 
segno, cioè appunto 2a — 2p. D’altra parte, decomponendo l’in¬ 
tegrale come al paragrafo 97, abbiamo 


2jii, 


r £M 

/■(«) 

ABCD 


du = 


2jte, 


/>). 

f{u) 


■ {li2 co') 


co') 


du 


AB 


2 ni 


I ( f{u) f{u-\-2io)\ 

DA 



fW 

AD 


du , 


Ora l’integrale indefinito j ^ / W ® poiché in 

B, D la f{u) ha lo stesso valore che in Ay i due valori ottenuti 
in B,D per log f lungo i cammini rettilinei AB, AD non pos¬ 
sono differire da log /*a <^he per multipli interi di 2ni, ciò che 
dimostra la (15). 
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§ 100 . 

Espressione di una funzione ellittica con infinitesimi 
ed infiniti assegnati. 

Procediamo ora alla effettiva costruzione delle più generali 
funzioni ellittiche. Riferendoci ai teoremi dimostrati alla fine del 
§ 98, risolveremo successivamente i due problemi : 

A) costruire una funzione ellittica, assegnati nel parallelo- 
grammo fondamentale i suoi infinitesimi ed i suoi poli, 

B) costruire una funzione ellittica, assegnati i suoi poli ed i 
suoi termini d'infinito. 

Nel presente capitolò ci occupiamo del primo problema, espri¬ 
mendo la funzione ellittica cercata per mezzo della a. Siano nel 
parallelogrammo fondamentale 

a,, a,, .. . a„ 

gli infinitesimi, e 

Pi ) ^2^ • • • Pn 

i poli della funzione ellittica cercata dove, al solito, se si avranno 
infinitesimi o poli d’ordine superiore al primo, altrettante a o p 
dovranno coincidere fra loro. 

Pel teorema d’Abel, l’esistenza della funzione è subordinata 
al verificarsi della relazione 

(15*) ^ct — 2P = 2 ^co-[-25co' {r,s interi) ; 

ma ora dimostreremo che, soddisfatta questa condizione, esiste 
efifettivamente la funzione ellittica cercata f{u). 

Consideriamo la funzione 

g{u —g,) o{u — g^)... a{u—a^ 

Pi) a(t4 —P 2 )... a(M —p„) ’ 

che è uniforme in tutto il piano ed ha a comune colla f{u) da 
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costruirsi gli infinitesimi ed i poli. La f{u) richiesta non può 
dunque dififerire dalla (16) che per un fattore esponenziale 

il cui esponente G{u) sia una trascendente intera. Avremo dunque: 

f(u) = o(^ —oti) — o(u—a„) 

' ^ (3,) — p*)... g{u—{ì„) 

e resterà da determinare, se sarà possibile, la G{u) in guisa che 
il secondo membro ammetta i periodi 2co, 2co'. Servendoci delle 
formole fondamentali (12) § 97, troviamo che G(u) deve soddi¬ 
sfare le condizioni seguenti 

( G — 2r]r5]ot — '^^~\ = G{u)-\-2'k7ii 

(17) ^ j 

( G{u-\-^(ù') — 2rì' a— ^ P ] = (T(w)-[-2fc'jci, 


dove Tc,k' debbono essere interi. Da queste, derivando, segue che 
la trascendente intera G\u) deve ammettere i periodi 2 co, 2 co', 
onde sarà una costante (§ 98), ed avremo 

G{u) = Au-\-B 


con A,B costanti. Le (17) diventano 


(18) 


j Aco — r](2rco-l-2sco') = &Jti 
( A co'— T]'(2r co-|-2^»*co') = fc'jti 


da cui 


A (t] co' — T]'co) = (fc'r] — T|') Jt i. 


Ma, per la (V) pag. 291, è qco' — t]'co = — e però 

A = 2X;'q —2fcV- 

Sostituendo nella prima delle (18), abbiamo 

(2 fc'q — 2 A: T]') co — T] (2 r co -1- 2 5 co') = fc Jt è 
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ovvero, poiché rì'co = T]co' — 




2 (¥ —r)Tì co — 2 (&-[-*’) T] co'= 0, 


e similmente dalla seconda delle(18): 2{Jc '— r)T]'a) — 2(fc -|-5 )t]'co'=0. 
Non potendo essere r]=T]'=0, ne deduciamo 


e però 


Jc'—r, Jc = — Sj 

A = 2rT]-|-2^^^ 


e con questo valore di A le (18) sono effettivamente soddisfatte. 

Per la funzione ellittica cercata f(u) avremo dunque Fespres¬ 
sione analitica 


(VI) 


f(.,\ — rJ2rr,^2$r)')u g(M —«,) a(M —a,)... a(u — a„) 


restando C costante arbitraria. Ne concludiamo : Dati ad arbìtrio 
nel parallelogrammo dei periodi gli infinitesimi a e gli infiniti (3 
di una funzione ellittica da determinarsi^ purché sia soddisfatta 
la condizione 

(16*) — 2(3==2rco-j-2 6'co' (r,.9 interi), 


la funzione esiste ed è data, a meno di un fattore costante, dalla (VI). 

Osserviamo che nella (VI) non importa che i punti a, (3 siano 
tutti in un medesimo parallelogrammo, ma basta che le a formino 
un sistema completo di infinitesimi non equivalenti e le P simil¬ 
mente un sistema completo di poli della funzione. In particolare 
potremo alterare le a e le p di periodi, in guisa che risulti 


e allora la (VI) diventerà più semplicemente: 


(VP) f{u)=C 


o{u — a,) 
a(M — P,) 


o(m — gj. 
g(«—P*)- 


g (m — g,) 
a(M —P„) ’ 


(S“=SP)- 
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§ 101 . 

Funzioni doppiamente periodiche di 1^, 2^ e 3^ categ;oria. 


Per mezzo della a si esprimono, come si è visto, tutte le fun¬ 
zioni ellittiche, mediante la (VI) o (VP). Ma insieme a queste 
funzioni, che offrono una doppia periodicità assoluta, possiamo 
esprimere più generalmente per la a tutte quelle funzioni uni¬ 
formi, senza singolarità essenziali tranne in ^^ = GO , i cui infini¬ 
tesimi ed infiniti sono distribuiti in modo doppiamente periodico 
nel pianOy senza che lo siano gli altri valoriW, 

Dati infatti ad arbitrio un sistema completo di infinitesimi 

^1 ? ^2 7 • • * 7 

ed un sistema completo di poli 

Pi 7 P2 7 • • • Pm 7 

per la funzione cercata qp (w), questa non potrà differire dal quo¬ 
ziente 

g{u — tti) (5{u — Ug)... g{u —a„) 
a(w —Pi) a(t^ —P2)... a(u —PJ 

che per un fattore esponenziale 

gO(u), 

nel quale la trascendente G{u) resterà affatto arbitraria, sicché 


qp (u) = 


o{u — a,)... g{u — a„) 
of(«^—Pi)... a(w—PJ' 


Si avrà allora 

qp(t^--j—2co) G{u-\-2{sò )— G{u)-[~2y\{n — m)w-{-2y3'(2à — S p)-|-(w — m)7ii 

( p(M-f-2«>') G(m-|-2u)')—G( tt)+2»ì'(n —+ —Sa) + (» —m)5ti 

Cp(M) ~ 


(1) La G stessa offre il più semplice esempio di una tale specie di 
funzioni. 
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Possiamo determinare G(u) in guisa che i fattori esponenziali, 
per cui (p(w-[-2(o), q)(M-j-2co') differiscono da cp{u)j abbiano espo¬ 
nenti lineari in Uy come accade per la gu. Sarà perciò necessario 
e sufficiente che G(u) sia un polinomio di secondo grado in u: 

Q(^u)=au^-\-hu-\-c , 
dopo di che per la funzione 


(VII) 

risulterà : 

(19) 


(p[u) = e 


au* -\-bu-\-c 


o(u — a,)... g(u — aj 
a(w—PO... a(tt—(3J 


cQ{u-\-2G)) — e^^^^, (p{u) 
(p(^^-|-2co') = e^ ^ 


dove si è posto 

-4 = 4aco -\-2r\(n — m ), ^'= 4a( o'-J-2t]'(w— m) 

J5 = 4aco^-}-26(o-|-2T] P — — m)7ti 

B'= 4 a 2 b co'-j-2 t]'(^P — 2et) + (^^ — m)ni, 


Si noti che fra le costanti A^A' ha luogo la relazione 

(20) ’ J-co' — AQù = {n — m)ni. 

Diremo funzioni periodiche di prima categoria quelle (p(w), 
date dalla (VII), per le quali si possono determinare a, 6 in guisa 
che ne risulti 

A = A=B — B=0y 

cioè in modo da avere una funzione ellittica. Per ciò è neces¬ 
sario e sufficiente che si abbia insieme 

(21) w —m = 0,2« = 2P- 

Le funzioni periodiche di prima categoria coincidono dunque 
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colle ordinarie funzioni ellittiche, o ne differiranno soltanto per 
un fattore esponenziale con esponente di secondo grado. 

Diremo periodiche di seconda categoria quelle qp [u) per le 
quali possiamo determinare a, 6 in guisa che risultino ancora 

A = A = 0, 

ma non simultaneamente B = E = 0. In tal caso delle due con¬ 
dizioni (21) sarà soddisfatta solo la prima, e la funzione qp (u) 
acquisterà fattori costanti per aggiùnta di periodi alFargomento. 

Attribuiamo in fine alla terza categoria tutte le altre fun¬ 
zioni qp( 2 ^), per le quali adunque non è possibile determinare a, ò 
in guisa da rendere A=A—0, Per le funzioni di terza categoria 
sarà quindi n^m. 


§ 102 . 

Formola pu^pv= —~ equazione ai tre termini per la a. 

Applichiamo subito i risultati generali del § 100 alla ricerca 
di alcune formole fondamentali. Sia v un punto fisso nel primo 
parallelogrammo dei periodi (0, 2 co, 2 co-[-2 co', 2 co') e si consideri 
la differenza 

pu - pi). 


Considerata come funzione di u, è questa una funzione ellit¬ 
tica di secondo ordine con un unico infinito in u—0 e col ter¬ 
mine d’infinito —r. Essa avrà dunque due infinitesimi nel pa- 
rallelogrammo, che sono evidentemente nei punti 

Uq = v^ 2co-[-2co' — 


(1) A causa di p( — v) = pv. 
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questi infinitesimi saranno del primo ordine salvo quando siano 
equivalenti, il che accade soltanto per 

^;=z=(o, co', co-|-co'(l). 


La (VI*) ci dà quindi subito 


■pv = C 


g(u - v) G(u-j-v) 

G^ (u) 


essendo C una costante rispetto ad cioè una funzione di v. 

Per determinare C basta moltiplicare per e passare al li¬ 
mite per w=0, osservando che 


lim pu = 1, lim — = 1 

u=0 «=o U 


e si trova C= — g~v. Abbiamo cosi la formola fondamentale : 


(Vili) 


pu — pv> = 


g{u-\-v) g{v — u) 
g’^u g^v 


Di qui possiamo dedurre un’altra formola importante per la g. 
Essendo 


a y b j c , d 


quattro valori qualsiasi dell’ argomento Uy e posto 

A = pay B = pby C=pCy D = pdy 


(1) Che le differenze 

pu—p(ù , pu—più' y pn—p ((0+0)') 

abbiano rispettivamente in tc=(0, (i)',a)-]-a)' un infinitesimo di secondo 
ordine risulta anche da ciò che ivi si annulla p\ Infatti, essendo p' di¬ 
spari, si ha p. e. 

p'(2(ìì — u) = — p'u , 

indi p'(ù = — p'(i) = 0 e cosi ^'a)' = 0, p'((!)4-w') = 0. 
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si ha l’identità 

{A—B) [C~D)-\-{A — G) {D—B)-\-{A-~D) {B—C)=Om, 

ossia 

{pa — ph) {pc — pd)-\-{pa~pc) {pd—pb)-\-{pa — pd) (pb - pc)—0. 

Se alle differenze pa — pb^ pc—pd ecc. sostituiamo le loro 
espressioni date dalla (Vili), e togliamo i denominatori, otteniamo 
la formola domandata: 

(IX) a(a—b) G{a-\-b) G{c—d) o(c-|-rf) -j- G{a—c) a(a+c) G{d—b) G{d-{-b)-\- 
-[- G{a~d) (j(<T+d) a(ò- c) a(ò+c) = 0, 

che si dice V equazione ai tre termini per la a. 


§ 103. 

Equazione differenziale per la pu\ p'^—4.p^—g^p — g.^. 

Un’altra formula importantissima otteniamo esprimendo la 

derivata p'u per la cr. Si osservi che la p'u è una funzione ellit- 

2 

tica di terzo ordine, che diventa infinita nell’origine come — — 
ed infinitesima del primo ordine nei tre punti non equivalenti 
(0, co', — ((O-|-0)') ( 2 ). 

Per la (VI*) pag. 300 avremo dunque 

r n ^(^-^(^-a(w-|-co-[-(o') 

p U — L -;- . 


(1) Basta sviluppare il determinante identicamente nullo 


A 

A 

A 


A—B A—C A—1) 

B 

G 

D 

— 

BOB 

1 

1 

1 


111 


(2) Si prende —(co + o)') in luogo di (O-j-d)', perchè sia Sa = 0 
come S p. (Cf. $ 100). 


20 
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Per determinare la costante C si moltiplichi per e si passi 
al limite per u=0\ troviamo 


indi 

(X) 


c= 


2 _ 

aco aco'a(co-f-co') ’ 


p'u — — 2 


g{u —co) g{u —co') a(^^-[-co-|-to') 
(T co a co' or (co -f- co') a* w 


Cangiando in questa u in — u g moltiplicando le due formole 
fra loro, si ha: 

,2^_— u) a(co-|-t^) a(co'— u) a(co'-|-'«^) a(co-|-co'—2^) a(coH-co'+tc) 

^ ^ a'^co G^u * G^co'G^u ’ aVco-+-co') ’ 


ossia per la (Vili) 

(XI) ^'^u = lt{pu — poo) {pu —pco') (pu — p(co-(-co')), 


formola che potremmo anche stabilire direttamente, osservando 
che le due funzioni ellittiche dei due membri hanno a comune 
infinitesimi e poli. 

Da questa formola (XI) deriviamo importanti conseguenze, 
cercando di determinare i coefficienti del polinomio di terzo 
grado in pu del secondo membro. Possiamo a tale scopo ser¬ 
virci degli sviluppi di pUj p'u nell’intorno dell’origine u = 0. 
La formola (III) pag. 288 ci dà per lo sviluppo di pu nell’in¬ 
torno dell’origine 


( 22 ) 


pu ; 


è+S'S 


)_i__ 

( {u — wy 


±ì 


{w = 2mco -\~2n co'). 


Secondo i teoremi sulle serie di funzioni analitiche (Gap. IV, 
§ 47, 48), si può sviluppare la serie del secondo membro in una 
serie di potenze di u nel modo seguente. Abbiamo 


1 _ 1 
(u—wy 




-2 
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e quando |w|<^|ic>| (per il che basta che \u\ sia minore della più 
piccola delle quantità 2\(o], 2[o)'| 2fo3-f-<^^l 2|(o — o)'|), svilup¬ 
pando colla serie binomiale, abbiamo 




1 1 , M, 

7 -^ ~ = 2 (»•+!) — 

(u — w) w tTi 


e sostituendo nella (22) * 




Ordiniamo la serie tripla per le potenze di u, osservando che 
tutte le somme doppie 

y'_ l _ 

“ (2 m CO -f- 2 w 
per r dispari sono nulle (t). Ponendo 

(23) = ^ (»- = l,2,3...), 

avremo per lo sviluppo domandato 


quindi 


2 (2>’-f l)c,M% 


■~7 + 2 2 r{2r-\-l)c,u^’'-\ 


Ora, facendo uso con Weierstrass delle notazioni 
0 ei = pco, e2 = p(co-t-(o'), 63 = ^ 00 ', 


(1) Ciò risulta anche dalla parità di pu. 
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e ponendo 

( 26 ) ì g 2 = - 4 (eig 2 -j -62 63“]~^3 6l)5 9^3 = 4616263, 

potremo scrivere la (XI) cosi: 


p'hi = 4:p^u — g, p"u — g,pti — gs- 


Moltiplichiamo questa per e sostituendo ad p'u^ p u i 
loro sviluppi, dati dalle (24), (24*): 

V? p'u = — 2 -|- 6 CiW^-|- 20 c 2 W®-|-. .. 

p il 1 —|— 3 Ci —1~ 5 C 2 “|~ • • • 5 

avremo Fidentità: 


(-2 + 6Cl^^^-]-20c2^^® + ..)* = 4 (l + 3 Cl u^-{-oc,u^-\-..y — 

— 9^1 ( 1 ~ 1 ~ 6 Cj -}- . .)^ — g2U^ {1 -\^3 ì 

e paragonando da una parte e dall’altra i coefficienti di 
otteniamo 

gf, = 0, gf2 = 60 c, = 60 2'---i---, 

^ ( 2 m(o -]-2 7^co) 

(/, = 140 c, = 140 V'-?—-. 

éi {2m(i)-\-2n(X)T 

Di qui vediamo intanto che si ha 
(27) 61 -}- ^2 -]- 6 s = 0, 


cioè 

e per ciò 


pco pid' p((Ì)-\-iX)) = 0 


( 9^2 — — 4 ( 6 i 6 j -[-62 63-|-63 6i) — 2 (6?-j-63-]-6^ ) 
( g ^ = 4616263. 


La relazione fra p'u e pu resta dunque 
(XII) p'^u = 4 p^u — g^pu — g^. 
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Gli invarianti ^2^3 e g^li sviluppi di pu, au nell’intorno di tt = 0. 

Le costanti ^ 3 , che dipendono dai periodi 2co, 2co' nel modo 
trascendente espresso dalle formole 


9 . = 60 2 ' 

1 

(2 mot)-)-2 «co')* 

6^3 = 140 2 ' 

m,n 

1 

{2m(ì)-\-2n(ùY 


diconsi gli invarianti della funzione pu. Una prima ragione di 
tale denominazione la troviamo in questo che, comunque si can¬ 
gino i periodi, purché la pu rimanga la stessa, le costanti 
non cangiano. E evidente infatti che, come per la ou (§ 96), cosi 
per la pu, condizione necessaria e sufficiente perchè due pu co¬ 
struite con diversi periodi 

|co,co'), $>{u |Q,Q') 

coincidano, è che i loro periodi siano legati da una sostituzione 
lineare omogenea 

^ co = a Q -[- |5 
\ co' = Y Q 8 Q' 

a coefficienti interi e determinante ah — (3y= 1. In Qonseguenza i 
punti (poli) 2 co-f -2 w co' coincidono, salvo P ordine, cogli altri 
2mQ-[-2^Q' e perciò, secondo le (XIII), i corrispondenti inva¬ 
rianti sono identici. 

Osserviamo poi che dalla espressione analitica (22) della pu 
discende immediatamente la formola di omogeneità 
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Si vedrà poi più tardi che la denominazione di invarianti, 
data a grg? Ssi corrisponde anche ad una proprietà algebrica. 
Ritorniamo ora allo sviluppo di pu nelF intorno di u = 0: 


pu — -j-^ (2r-j-1) Cr — -f- 

'il- 


20 ^ 28 


per dimostrare l’importante teorema: 

Tutti i coefficienti di questa serie sono funzioni razionali in¬ 
tere, a coefficienti razionali, degli invarianti , g ^. 

Per dimostrarlo osserviamo che, derivando la (XII), si ottiene 

(29) p"« = Gp^u -i- éTa 


e, se sostituiamo da una parte e dall’altra gli sviluppi di pu^ 
p"u nell’intorno di u=0, otterremo delle formole ricorrenti per 
i coefficienti, che porranno in evidenza la proprietà enunciata. 
Pongasi per brevità u^ = v e inoltre 


ao=l, «1 = 0, a„ = (2w—l)c„^i (per n>l); 


avremo 


e quindi 


1 ^ 
pu = — y 

V 0 




y'u =— ^ {2n — 2) (2w — 3) 


Sostituendo nella (29) e paragonando da una parte e dal¬ 
l’altra i coefficienti di (per w>2), otteniamo 

(2n -2) (2n -3)«„ = 6(«o^n"|"^l^J^n-l“h* • 
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pvvero, supposto w>3: 

r = n-2 

(30) (n — 3) (2n-|-l)«„ = 3 2 ^rCfn-r • 

r = 2 

Da questa forinola ricorrente a coefficienti interi potremo 
calcolare successivamente 

^4 J ^5 ? (Iq • • • 

per funzioni razionali ed intere, a coefficienti razionali, di 
ossia di 5 ^ 2 , gTg. Per i primi termini dello sviluppo si trova cosi : 


(31) pu— 24_3_52 . 11 


1 (gl , gl 


2M3 \ 7 '2.3.5’ 


2 ^ 3 . 6 ^ 7.11 


Risulta dal teorema dimostrato che due funzioni le quali 
abbiano i medesimi invarianti, coincidono, giacche coincidendo i 
loro sviluppi (31) neir intorno delForigine, le due funzioni sono 
identiche. Siccome la pii resta individuata dagli invarianti grgjgr,}, 
come dai periodi, si scriverà 

92^93)1 

quando si vogliano porre in evidenza gli invarianti. 

Con ciò però non è ancora dimostrato che agli invarianti g^ 
si possano dare valori arbitrarii. Questa proprietà importante ef¬ 
fettivamente sussiste; ma nel nostro metodo di esposizione della 
teoria non lo potremo dimostrare che più tardi (V. Gap. XI). 

Dallo sviluppo (31) di pu facilmente si deduce integrando 
quello di ^ : 


(32) 



g^ 

20 3 


h. gl I 

28 5 2^3.5’* 7 "r ' ' * ’ 
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i cui coefficienti sono evidentemente funzioni razionali intere, a 
coefficienti razionali, di 

92 ^ • 


Osserviamo in fine che, anche per la trascendente intera ati y 
nello sviluppo in serie 

a u = ua -{~h c , j 

i coefficienti a, h,c. saranno della medesima natura. E infatti 
poiché 

aw.^w = a'w, 


avremo 



1 -\-bb 7 cu^ 




e paragonando dall’una parte e dall’altra i coefficienti delle me¬ 
desime potenze di ti, ne risulta subito la proprietà enunciata. 
Si avrà in particolare 


a = 0, h — 


92 

240 


c = 


9s 

840 * “ 


92 


240 


9s 


840 


w 


ou = u 



